
 

 

Ορισµός 1: Θα λέµε ότι µια συνάρτηση  ικανοποιεί 
µια συνθήκη Lipschitz ως προς , όταν υπάρχει σταθερά  έτσι ώστε 

για κάθε ,  να ισχύει 

. (*) 

• ∆είξτε ότι το ακόλουθο προβλήµα αρχικών τιµών έχει µοναδική 
λύση: 

,  

Λυση 

∆οθέντος ότι η συνάρτηση  ορίζεται σε όλο 

το  ενώ το σηµείο αρχικών τιµών είναι το , µπορούµε να 
θεωρήσουµε ως πεδίο ορισµού της  το 

ορθογώνιο  µε . Για να αποδείξουµε ότι το 
δοθέν πρόβληµα αρχικών τιµών έχει µοναδική λύση αρκεί, µε βάση 
το Θεώρηµα 3, να δείξουµε ότι η  ικανοποιεί µια 
συνθήκη Lipschitz στο . 

Πράγµατι, από την τριγωνική ανισότητα έχουµε 

 

και άρα µε την βοήθεια της τριγωνοµετρικής ταυτότητας 

 

και της γνωστής ανισότητας 

, , 

παίρνουµε ότι για κάθε  είναι 

. 

 

 



 

 

Πρόταση: Έστω  ανοικτό και κυρτό υποσύνολο του  και 

συνάρτηση  συνεχής. Αν υπάρχει η  στο  και είναι 

φραγμένη, με φράγμα , τότε η  ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz ως 

προς  με σταθερά . 

Θεωρούµε τώρα το πρόβληµα αρχικών τιµών 

, (1) 

, (2) 

µε . Έστω επίσης ορθογώνιο  το 

οποίο είναι υποσύνολο του  και έχει κέντρο το σηµείο . 

Θεώρηµα (Ύπαρξη λύσης -- (E. Picard - E. Lindelof) ) 

Αν η συνάρτηση  είναι συνεχής και ικανοποιεί µια 
συνθήκη Lipschitz ως προς  στο  τότε υπάρχει διαφορίσιµη 
συνάρτηση η οποία είναι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών (1), 

(2), ορισµένη σ’ ένα διάστηµα 

, όπου  και  

•  ,  

Λύση 

∆οθέντος ότι η συνάρτηση  ορίζεται σε όλο 

το  ενώ το σηµείο αρχικών τιµών είναι το , µπορούµε να 
θεωρήσουµε ως πεδίο ορισµού της  το 

ορθογώνιο  µε . Για να αποδείξουµε ότι το 
δοθέν πρόβληµα αρχικών τιµών έχει µοναδική λύση αρκεί, µε βάση 
το Θεώρηµα 3, να δείξουµε ότι η  ικανοποιεί µια 
συνθήκη Lipschitz στο . 

Αυτό όµως ισχύει, σύµφωνα µε την Πρόταση 1, αφού 

,  για κάθε . 


